12. Jgst. 3. Kursarbeit Datum: 04.03.2022

Kurs 12/2 Fach: Mathematik (Leistungsfach)
Thema: Integral- und Differentialrechnung; N _
K-Disk (gebr.-rat. Funktion) ame:
Bitte geben Sie Ansdtze und Rechenwege an! Punkte: Note:
Aufgabe 1:

Bestimmen Sie die Menge der Stammfunktionen

a) I(3x+4)2dx = 12
[(3x+4)dx = [(9x+24x+16)dx
F(x) = 3x*+12x*+16x+c

1
b)'[x”-az'udu = x"-a’-=u’+c
V4 2 V4 1 3
c)jx -a®-uda = x"-=a’-u+c
3
T 2 1 7+l 2
d)jx ‘a“-udx = —x""-a‘-u
T+l
Aufgabe 2:  Rekonstruktion mal anders — Bestimmen Sie unter Beachtung der 12

Zusatzbedingungen die entsprechende Stammfunktion:

a) f(-2)=-8  f(2)=8  f"(x)=4x
f'(Z):B

fr(x)=4x - F"(x)=f'(x)=2x*+c —F> f'(x)=2-2+c=8 — ¢=0

f'(x)=2x> - F'(x)

f(x):§x3+c SIS N f(x)=§-(—2)‘°’+c:—8 - c:—g
f(x)=§x3—%

b) Eine ganzrationale Funktion dritten Grades geht durch den Ursprung, hat bei x =1 ein
Maximum und bei x = 2 eine Wendestelle. Sie schliel$t mit der x-Achse lGber dem Intervall
[0; 2] eine Flache vom Inhalt 6 ein. Wie heiRt die zugehorige Funktionsgleichung?

Ansatze:

f(x) = ax’+bx’+cx+d f'(x) = 3ax’+2bx+c

F(x) = 1ax“jhlbx3+£cx2+dx f"(x) = 6ax+2b
4 3 2



i) | f(0)=0 d=0

i) | £'(1)=0 3a+2b+c=0
iii) | f(2)=0 12a+2b=0
v) | F(2)-F(0)=6 4a+%b+20:6

Aufgabe 3:  Integral und Scharparameter

2 —
a) Bestimmen Sie die Grenzen des Integrals: J- 2x°dx =

Losung:
2b
Fxﬂ _ 86 2 gy 2 -
3" | 3 3
N . NS B VIR
3 3

J

2
b) Ermitteln Sie die Werte des Parameters k mit k>0: J.(X +§j dx

Loésung:

ax® +bx? +cx
x3 —6x% +9x

16

k
{1x3+1x} _ 2% 4 Lty o %kz N (k2—2k+1)-%k 0 5 k=1

3" '37), 3 3 3

c) Gegeben ist die Funktion ft(X) = tx*—4tx mitt>0.

Bestimmen Sie t so, dass die vom Graphen der Funktion und der x-Achse

16

eingeschlossene Flache den Inhalt A = ? besitzt.

Nullstellen:  f(x) = (x-4)tx = 0 — x=0 und

Flachenberechnung:

4 4 l
f(x)dx = tx*> —4tx )dx| = x® — 2t
.(l)' L(x)dx '!(x x) X {3 x}
- gt = E > t = E
3 3 2

X=4

Shi-az



Aufgabe 4: Stammfunktion verkleidet als Textaufgabe 10

Ein auf Riff gelaufener zylinderformiger Tank verliert Rohol durch ein Leck, wobei ein
kreisformiger Olteppich entsteht. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit kann funktional in
df (t) 8

etwa gemessen werden durch: T I mitt>1 f(t) ist hierbei der Radius

des Olteppichs in Metern nach t Minuten.
Nach einer Minute betragt der Radius bereits 15 m.
a) Welchen Radius muss man nach 49 Minuten erwarten?
b) Nach welcher Zeit wiirde der Olteppich einen Radius von 100 m besitzen?
df (t 8 1 1
# = f'(t) = = = 8t2 - f(t) = 16-t2+c = 16-Jt+c

Jt

1
095, 96.4c=15 > c=-1 — f(f) = 16:t2-1 = 16-Vi-1
Radius nach 49 Minuten f (49) =16-7-1=111

A4

v

Zeit fur Radius = 100 m f(t)=l6\/t_—l:100 N \/t_:%

2
t= (11161) ~39,85[min] =~ 39[min |51 sek]

Aufgabe 5:  Uneigentliches Integral und ein Paradoxon - Die Torricelli-Trompete 12

1
Rotiert der Graph von f (X) = ; iiber dem Intervall | = [1; 00[ um die x-Achse, so entsteht ein

trichterformiges Gebilde, das auch die Torricelli-Trompete genannt wird.

M

a) Ermitteln Sie den Inhalt der Langsschnittflache.
b) Berechnen Sie nun das Rotationsvolumen um die x-Achse.
¢) Welche paradoxe Situation entstande, wenn man den Trichter mit Farbe fiillen wiirde?

o k
A= 2[d = 20im[Zdx = 2-lim[Inx] - 2-[Iim|n\k\—0} 5w
1)( k—)oolx k— o 1 k — o
Tl K1 [T (1
v :ﬂ.!?:ﬁ.JLw!?dx:ﬁ.Jm{_;}l:ﬂ.{m[_d_(_l)}:m[ou] S ox

Der Trichter kann mit 7 VE Farbe/Flissigkeit gefiillt werden; zum Streichen/Farben der
Langsschnittflache wird die Farbe allerdings nicht ausreichen.



Aufgabe 6: Flachenberechnung und Rotationsvolumen

a) Berechnen Sie den Inhalt der gefarbten Flache.

b) Wie groR ist das Volumen der gefarbten Flache,
wenn diese um die y-Achse rotiert?
Welche Volumenform entsteht?

c) Erklaren Sie den die Darstellungen und die
mind. drei notwendigen Umformungsschritte:

T[f‘l(x)}zdy = .. = sz-f'(x)dx

Y1

Flacheninhalt der gefarbten Flache:

18

; |
1 g(z) = Wenn[0 < ,r<2‘7fl z°+1]

) 4\
0

p(r) = Wenn[0 <z < 1,4z — 4]

A = J(——x%ljdx = [——xﬁx} = —+2-0 = —
'\ 4 12 0 12 3la _10
Dreieck 1 e 3
A =S4l =2

Rotationsvolumen um die y-Achse:

Variante 1:
x*-£(x) 2 2 2 Betrag
vV, = =« Ixz-(—ixjdx = I(—lﬁjdx = n-[—lx“} - 2r
0 2 o\ 2 8 10
X2 £ (%) 1 1 1 Betrag 4 >Vges B ?ﬂ
vV, = =&« Ix2-4dx = ﬂ-_[(4x2)dx = 7[-[ xs} = -z
0 0 0 3
Variante 2:
x = Jd—4y 1 2 1 1 Betrag
V, = ﬁ_[( 4—4y) dy = ﬂ-_[(4—4y)dy = ﬁ-[4y—2y2]0 = 27
0 0
T (L) (L., 1 10
V, = ”':[4(Zy+l] dy = ”'L(Ey +Ey+1de Vgeszgﬂ'
1 1 0 Betrag 4
V — g =y L= y2 — -
2 77{483/ +4y +yl_4) 37T
Herleitung:
Y, ) x=f1x) Y2 f'(x):% - f(x)dx=dy x,
-1 — 2 _ 2. 1
;[[f (x)] dy = Jx dy o ;[x f'(x)dx

y2=1 (%)



Aufgabe 7:  Der Fisch 10

Der dargestellte ,,Fisch” wird durchzwei symmetrische
Parabeln begrenzt. Die obere Randkurve kann folgende ., 3
L oL

17 L

1
Form annehmen: f(X) = ——X"+—X

a) Zeichnen Sie die fehlenden Achsen in das gegebene 6 ' d
KO-System ein, ermitteln Sie die Funktionsgleichung N,
der unteren Randfunktion und zeichnen Sie diese
ebenfalls in das KO-System.

b) Berechnen Sie die schraffierte Flache — also den Querschnitt des ,,Fischs”.

0
I(—ix2+£xjdx
K 20 20

1 3+17 )

20

o1 17
+j(_2_0x2+_xjdx = 2-(4,28+40,94) = 90,44
0



Aufgabe 8:  Flacheninhalt zwischen Funktionen V 14
a) Bestimmen Sie den Inhalt der von den Graphen 1 2 3

der Funktionen f und g im Intervall | = [0 ; 4]
eingeschlossenen Flache:

f(x)=x*-4x und g(x)=x-4 5

f(x)=x"-4x und g(x)=x-4

Schnittstellen : 7

X :5J_r 25-16
f(x)=g(x) » x—4x=x-4 — x*-5x+4=0 —%2 2 x =1 und x,=4
Flachenbereiche mit Differenzfunktion:
1 ‘ W 9 9 11427 38 19
j(x2—5x+4)dx+J(x2—5x+4)dx - =42 = _ 2 _ ¥
0 1 6 6 3

1
b) Der Graph der Funktion f (X) = ZXZ wird von einer Ursprungsgeraden mit positiver

Steigung geschnitten. Wie grol3 ist die Steigung, damit die eingeschlossene Flache 9 FE
betragt?

Funktion: f(x) = %xz und Ursprungsgerade: g(x) = mx

Schnittstellen : x(m—%xj = 0 - x=0 und x,=4m

Ansatz :

4m 4m 1 1 1 4m

![g(x)—f(x)}dx = }[(mx—zxzjdx = {mez—ﬁxﬂ = 9

Soamt-2m 29 S oemt-Bm 29 5 8w 29 5o 2 3
12 3 3 2



Option: Widihlen Sie nun entweder die Aufgaben 9 und 10 oder die Aufgabe 11 zur Bearbeitung.

Aufgabe 9: Halbierung von Flachen

2 -
Die abgebildete Parabel f (X) =X mitxz 0,

12

die Gerade y = 4 und die y-Achse schlieflen die Flache A1l ein.

Die unter der Randfunktion mit der x-Achse im Intervall [0 ; 2]
begrenzte Flache soll A2 genannt werden.

Al

a) In welchem Verhaltnis teilt die Funktion f(x) die beiden
Flachen zueinander auf?

b) Ermitteln Sie den Schnittpunkt der beiden Parallelen zur
x- und zur y-Achse, wobei die Parallele zur y-Achse die
Flache A2 und die Parallele zur x-Achse die Flache Al

A2

halbiert.

Flachenberechnung:

2
f(X)=X =4 > x=2 => Rechteck: A=4%2=8

2 2
1 8 8 16
= |x%dx = [=X*| = = o> = 8-—— = —
& E[ [ :lo 3 A 3 3

Teilungspunkt:
Ermittlung der senkrechten Teilungsgerade:

k
%%z%—){%ﬁ}z%—)%ﬁz > k = 34
0

Teilungsgerade | X = 3 4
> = \/

w |~

Ermittlung der wagrechten Teilungsgerade:
Einsetzen des x-Wertes der senkrechten Teilungsgeraden in die Funktion:

X:Q/Z - f(Q/Z) = (Q/Z)Z = (4;'} = 42 = (42)% = 3/16

Ermittlung des Schnittpunktes der waagrechten Gerade k mit der Funktion f:

Differenzfunktion 3

K = x2 - x = \/E Obergrenze f(k—xz)dx _ §
0

N w

&
{kx—%xe’} _8 k\/E—%\/Eg - Kk2-

1
3

N




Aufgabe 10: Rotationsvolumen 14

2

Die Funktion fk (X) = mit X € [1; 2] und k>0 rotiere um die x-Achse.

kx
a) Zeigen Sie, dass das Rotationsvolumen folgenden Ausdruck annehmen kann:
7 2 1
V(k) = —
() (3k2 k 2}
Option 1:
2% kY S x*—2x%k +k? o oxt 2xk k?
VoS ﬂ!( kx o = 7['-1[ k*x* Jl. BF K KX dx
20,2 2
L I E _1} R
\k® kX 3k k  xJ, 3k k 2 3k
v - ﬂ(;1_2+1j
3k?> k 2

V = r-

b) Bestimmen Sie mittels V (k) den Wert des Parameters k so, dass das Volumen

des Rotationskorpers extrem wird.
Ermitteln Sie auch die Art des Extremums.

o - oG-

V'(k) = 72'-(—£+£j=0 N S JRTEN —%+2k 0 - k_§

3k®  k?

2 2 1 { 1 , 2 1}2 ( 8 4 1) ( 1
. —2——+—2 dX = T —2X ——X—— = T 2 T T Al T A T 1
k2 k X 3k kK~ x, k> k 2) 3k



Aufgabe 11: Kurvenuntersuchung gebrochen-rationaler Funktionen 26

(%) x> —kx .
Gegeben sei die Funktion f (x) = ﬁ mitk >0
a) Bestimmen Sie die Polstellen, Liicken und Nullstellen der Funktion

in Abhangigkeit des Parameters k.
Fiihren Sie eine Fallunterscheidung mit k <2, k =2 und k > 2 durch.

Zahlernulistelle(n): x=0 und x=k Nennernulistelle(n): x=2

Fall1: k<2

Nulistellen beix=0 und x=k Polstelle: x = 2 (m VZW)

Fall2: k=2

Nulistellen beix =0 und Liicke beix=2 f*(x) = x

Fall 3: k>2

Nulistellen beix=0 und x=k Polstelle: x = 2 (m VZW)

b) Zeigen Sie, dass die ersten beiden Ableitungen folgende Form annehmen kénnen:
2

, X* —4x+ 2k | 8 —4k
f.'(x) = — und f "(x) = ——

(x—2) (x—2)

f(x) = (2X—k)(X—2)—(X2—kx)-1 _ 2X% —4x —kx+ 2k — x? + kx B X2 —4x + 2k
‘ = = = 4 7T

(x-2)° (x-2)° (x-2)°
() o (2x-4)(x=2)" (" ~4x+2k)-2(x-2)1 _ (x=2)-[ (2x—4)(x=2)—(2x" 8+ 4k) ]
k (x-2)' (x-2)
. 2x? —8x+8—2x* +8x—4k 8 -4k
fk (X) = 3 = 3
(x—2) (x—2)
c) Warum besitzt die Funktion keine Wendepunkte?
i L 8—4k
notwendiges Kriterium: f, "(x) = —— =
(x—2)
— R, 8-k = 0[Widerspruch, keine Losung fir x]
d) Zeigen und begriinden Sie, dass nur fir k < 2 Extrema bei der Funktion existieren.
2
: o X —4x+ 2k
notwendiges Kriterium: f, _'(x) = T =
X—2

Ermittlung Diskriminante: D=16-8k>0 — 16>8k — k<2



e)

fl
fl

fl

f)

Bestimmen Sie das Extremum der Funktion und die Art fir k= 1.
2
_ +16—
(x-2) ’ 2
(2442) = —2=% _ _ 4 .0 5 Min
(2+x/§—2) J2
"(2-42) = 54 s = —i3<0 —  Max
(2-v2-2) J2
Berechnen Sie die Asymptote der Funktion fir k = 1.

Polynomdivision:

(xz—kx):(x—Z) = x+(2-k) +4x_—22k
—(x2—2x)

(2—k)x

—[(2-k)x—4+2k |

4 -2k

Asymptote: a,(x) = x+(2-k) — a(x)=x+1

g)

Skizzieren Sie die Funktion mit Polstellen und Asymptote fir k = 1.

=2




