Integrale und Integralrechnung

Orientierte Flachen mit dem Integral
bestimmen

Aufgabe 1:
Flachen zwischen Funktion und x-Achse
Berechnen Sie den Flacheninhalt, der von den Senkrechten x1 = a und x2 = b sowie von der x-Achse
und dem Graphen der Randfunktion f(x) begrenzt werden und veranschaulichen Sie das Ergebnis

mit Geogebra

Nr f(x) a b Nr f(x) a b
a) x? -1 -1 2 f) sin(t) - w
b) | - x*—4x-3 | -4 -1 g) -x*+9 Schnittstelle 1 Schnittstelle 2
c) X -1 2 h) x% —4x Schnittstelle 1 Schnittstelle 2
d) X —X -1 1 i) —x*+x* | Zwischen allen drei Schnittstellen
e) X3+ 4x2 -1 6 i) x3 —3x2 + 2x Schnittstelle 1 Schnittstelle 2
Losungen: todo
Nr | Randfunktion Nullstellen Stammfunktion Intervalle Flachen Gesamtflache
1
a) X% —1 +/-1 §x3—x [-1;1] [1;2]
b) | —x*—4x-3 —=x*-2x*-3x
1.,
C 3 —X
) X 2
1, 1,
d S- —x*—=x
) X — X 2 >
1., 4,
3 2 —X"+=X
e) X° +4x 2 3
f) sin(t) —cos(t)
g) —X2+9 ——X3+9X
h) X3 — 4% 1x4 —2x?
4
1 1
i) —x* +x° —=x =X
5 3
)| x®=3x%+2x =xt=x X




Aufgabe 2:

Flachen zwischen Funktionen

Bestimmen Sie den Gesamtinhalt A aller Flachen, die durch die Graphen der Funktionen fund g
und durch die Senkrechten xi = a und x2 = b begrenzt werden und veranschaulichen Sie das

Ergebnis mit Geogebra

Nr f(x) g(x) a b
a) ) -x*+3 -1 1
b) 2 -1 1
c) —X+2 0 1
d) X 0 2
e) X3 -2 -1
. r r
f) sin(t) cos(t) -7 "
g) X% 42 6 Schnittstelle 1 Schnittstelle 2
h) 2 %2 Schnittstelle 1 Schnittstelle 2
i) x? Schnittstelle 1 Schnittstelle 2
j) 2x% +3x—-1 5X+3 Schnittstelle 1 Schnittstelle 2
k) X Zwischen allen drei Schnittstellen
) x3 —3x 2X Zwischen allen drei Schnittstellen
m) x® —3x 2x° Zwischen allen drei Schnittstellen
n) x® —3x? Xx—3 Zwischen allen drei Schnittstellen
Losungen: todo
, Nullstellen Diff.-Fkt Stammfunktion
Nr 25;?:52: oder Schnittstellen der Intervalle Flachen Gesamtflache
der Fkt. Differenzfunktion
a) %2 —1 +/-1 %xs—x
b)




Uneigentliche Integrale

Aufgabe 1:  Schreiben Sie die uneigentlichen Integrale als Grenzwert und berechnen Sie diesen

© l 1 l © »
a) J‘—ZdX = d) I—dX = g) Ie dx =
lX 0 X 0
© 1 0
b) dx = e) g‘dx =
1% f
1 254X
c) —dx = f) dx =
waz I v
Lésungen:
© 1 1 1 0 )
a) |=dx =1 d) —dx = 2 g) efdx = 1
K I% |
© 1 0
b) dx = 2 e) g'dx = 1
1% |
1 254X
c) —dx =1 f) dx — o
I B
Losungswege:
t1 L1 ‘ 1 1 1
j—zdx = i _[—de = Ilm{——} = Iim[——j—(——j = Ilm(——j+1 =
1X kaoolx k —> o0 X 1 k > o k 1 k —> o0 k
%/_/
-0~
t 1 <1 ; 1 "
dx = lim|==dx = lim|x™*dx = Ilim|-
‘!.\/X_S k—>oo-!.xl'5 k—>oo-l[ k—>oo|: 0’5.)(05}1
. 2 1 . 2
G e R
%f—/
-0~

-1

-1 -1
jidx — dim [Ldx = fim|-2t oA o gim (2} = 1o gim (o2
X2 k—>-w ! X2 k—> - X K _1 k—> - k k—>-w k

— o0

O Ly

1 g b 1 ] .
ﬁdx = lim|—zdx = lim|x™dx = lim| —-x" = 2—I|m(2~\/f) = 2-0

k—>0kX' k—>0k k—0 0'5



0 0
. . 0 . .
jexdx = lim [e*dx = Ilim [ex} = 1-lime* = 1-lime* = 1
k—>—o0 k ——o0 k kK——o0 k——-o0
-0 k ———
0"
0 k k
5+ X ) 5 1 . 5
I —dx = lim||S+=|dx = lim|-=+In|x]
X k — oo X X k — oo X
1 1 1
) 5 5 . 5 .
= lim| —=+Ink||-|-=+M[Y] | = lim|-= +I|m(ln|k|)+5 5w
k> k 1 k> k k >
| S — ﬁf—»oo
-0~
© k K
-X _ : -X _ H _a X — 1 _a Y _(_ — i _pk =
Ie dx = klmje dx = klm[ e }0 kIm( e ) (-1) kIm( e )+1
—07
oder
© 0
Ie‘xdx = 1 wegen Achsensymmetrie zu j e dx
0 —®
Aufgabe 2:  Fldachen in Abhdngigkeit vom Exponenten
.
Geben Sie alle n > 0 an, fur die die Flachen A bzw. B zwischen ¥

1 |
der Hyperbel f (X) =— mit n>0und den Koordinatenachsen & ~— " fx)
X

endlich sind und berechnen Sie ihren Inhalt in Abhangigkeit von n. i

Dokumentieren bzw. veranschaulichen Sie das Grenzwert- 1 B
verhalten in Abhangigkeit des Exponenten n mittels Schiebe-

regler in Geogebra. Bestatigen Sie damit lhr Ergebnis von oben.



Lésungen:

Flache A:
1 1 1 1 1
. . 1 . . 1 . 1 1
lim| f(x)dx = lim|—=dx = lim|[x"dx = lim x " = lim| — —
k—0 k»OkX k*)Ok k—0 _n+]_ y k—0 1_n X ‘
Fallunterscheidung fir n:
Falll: n>1
1 . 1 1 ausklammern 1 . 1
= ——lim—- = —— | 1-1lim - "—t"(1-"0") > o
1-n k->01-n k"' 1-n k>0 k"
%,_J
Teiler <0 —®©
Fall2: 0<n<1
1 . 1 1 ausklammern 1 . 1 . 1
= Colmgs a pltime) - s me | s
l1-n k-»0l-n k <n< 1-n - 1-n - 0 1-n

Ergebnis:

Fir die Flache A erhélt man nur fir mit Elm0 und ne ]O ; 1[ einen endlichen Flachengrenzwert von Azli
o -n

Flache B:

k k k k k
lim [ f(x)dx = lim indx = lim|x"dx = lim ! x " = Iim[i- nll}
k — o kaoolx k~>ool k — o _n+1 L k — o 1_n X 1
Fallunterscheidung fiir n:

Fall1: n>1
. 1 1 1 ausklammern 1 . _’]_ 1 1
= lim = = lim —-1| > —(-1) > —/—

ksol—n Kk 1-n 1-n|k-=k 1-n n-1

-0
Fall2: O0<n«<1
. 1 1 1 ausklammern 1 . 1
= lim = = T lim k"-1| » —("0"-1) —> o
—»ol-n K 1-n <n< 1-nj| ko 1-n

Ergebnis:

Fur die Flache B erhélt man nur fur mit kIim und n>1 einen endlichen Flachengrenzwert von B =i1
—> 0 n —



Ubungen Buch - S. 183f

Aufgabe 1: J
1

Losungswege:

o0

!(x+1) S L

1 k 1

Te_;xdx Jl-%
2 0

1 c 1 1) . 1) 1 1
dx=Ilim|-—| =lim|-— |-|-=|=lim|-—— |+= = =
kool X+1], ko= k+1 2) ko= k+1) 2 2

) 1 k 1
J.e 2dx=Ilim|e 2dx= Iim{—Z-e 2 } = Iim(—z-e 2 j—(—g)z Iim£4]+g = 2
2 koo k—w k—o e k— -k e e

4 1

+ 1000
Aufgabe 2: E[ T+l dt
Losungswege:
k k 1
j 1099 lim | 1990 4 _ fim [1000-(t+1) 2 ot
\/t+ koo JE+1 k>

_ klm[zooo-M}z

Aufgabe 3: J. 2e’dx

Losungswege:
0 0
j 2e*dx = lim IZede

k——o0

I(Iim 2000-+k +1—-2000

= Ilmw[ZeX]E = 2- lim

K——o

k

1
~ i {2000-(t+1)z}
kK — 0

2000-k|im\/k+1—2000 — ©

—> 0

(2:¢) = 2-1lim (2:¢") = 2

k——o
N —
-0



Aufgabe 5:

Ergebnisse anhand der Aufgabe: Aufgabe 2: Flachen in Abhangigkeit vom Exponenten

i 1
lim und ne|0:l - ” =
ol ] [ => Fldiche A 1-n
lim und n>1 .. Feche B = -
kK — o n—1
Funktion Wert fiir n (Grad) Flache gemal Vorgabe
1 1 1
f(x) = = n=3 -t , g=_*t _1
X n-1 3-1 2
1 1
f(x) = = n=2 B=—— — B=—=1
X n-1 2-1
1 1 1
f(x) = — =0,5 A=— > A=———=2
&)= % " 1-n 1-0,5
Aufgabe 6:
) k 0 1 k 1
ferdx = Jim e *dx und j?dx = k|Looj?o|x
1 1 1
Losungswege:
0 k k
ferax = limfevdx = lim[-e*]" = Iim[—%} : |im{-ﬂ-(—1j >
1 k—>ow k — o0 1 k—>o e 1 k — o0 e e
—-0"
1 1
Ala) = ——+-=
(a) = o+
T 1 L1 17" 1
— 1 _ — 1 _ -1 — 1 —_ — i —_ | = —
Jpo = timgoc = fm[—x ] = gm[ 3] = dim ] l)y o 1
—-0"
Ala) = —-=+1



