Integrale und Integralrechnung

Rotationsvolumina

Grundlegende Informationen:

= Rotationsvolumen (um x-Achse) Lern-
/Informationsvideos
a) Herleitung: https://www.youtube.com/watch?v=4xnwMuvHTqc
b) Beispiel: https://www.youtube.com/watch?v=I0OTNgGcHT1g
c) Erklarung konkret: https://www.youtube.com/watch?v=7VPh jkfv10
d) Geogebra: https://www.youtube.com/watch?v=zF0S3PwGTdU

= Formeln zur Rotation:

Volumen von Drehkorpern:

Rotation des Schaubildes von f (X)

b
..umdie x-Achse: V" = 7z~J'[f(x)]2 dx
f(b) ) f(b) F(x)=2 b
..umdiey-Achse: V% = 7. j [f ()] dy = = _[ Xy = mszf'(x)dx
f(a) f(a) a
b

Bogenlinge: S = J‘\/l"‘[f '(X)]Z dx Mantelfliche: M = 272'-]1 f(x)- l+|:f '(X):I2 dx

a a

= Informationen aus dem Lehrbuch: Rotationskorper S 195f

Rechenbeispiel 1:  Der ,,Spitzhut”:

Der Korper entsteht durch die Rotation des Graphen der Funktion
| f(x) =%x2 im Intervall [0 ; 1] um die x-Achse.

. E ! Die Volumenermittlung erfolgt gemal folgender Formel:
|I b 2
7Z'-H:f (x)] dx

a

1 1, 2 11 .
V = 7Z'-I —x | dx = n-.[—x dx
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https://www.youtube.com/watch?v=4xnwMuvHTqc
https://www.youtube.com/watch?v=IOTNqGcHT1g
https://www.youtube.com/watch?v=7VPh_jkfv10

Rechenbeispiel 2:  Der Zylinder mit Radius r und Hohe h:
Der Zylinder entsteht durch die Rotation des Graphen der Funktion f (x)=r im

Intervall [0 ; h] um die x-Achse. Die Volumenermittlung erfolgt folgendermaRen:

z-i[f(x)]zdx - sz-i[r]zdx = n-irzdx

<
I

V = ﬁ'I:rZX:IZ = rzﬂ-[h—O] = r’z-h

Rechenbeispiel 3:  Der Kegel mit Radius r und Héhe h:
Der Kegel entsteht durch die Rotation des Graphen der Funktion

= f (x) =mx =%-x im Intervall [0 ; h] um die x-Achse.

r
. f(x) ist eine Ursprungsgerade mit der Steigung M = H - die Steigung resultiert

Ay
aus dem Steigungsdreieck: M =—=—

AX h’

Die Volumenermittlung erfolgt folgendermaRen:

b 5 h r 2 hrz

V = ﬂ'jl:f(X):I dx — V=7Z'~j|:ﬁ-Xj| dx = ”'IF'XZdX
a 0 0
r2f1 7 1r? 1

V = E‘F|:§X3:|O = ﬂ'gFI:hS—O:I = grzﬂ"h

Jetzt zum bitte selbst weitermachen:

Auftrag 1: Ubungen aus dem Buch S. 196 — A1, A2, A3, Ada-c, A6, A7, A8, A9

A 1+2: Die gefarbte Flache rotiert um die x-Achse. Bestimmen Sie das Volumen des durch die
Rotation erzeugten Drehkorpers.
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Nullstellen: x =2 und x,=4

V = r- i[x2—6x+8:| dx = j(x —12%3 +52x%> —96x+64)d
2 2

V = r [1x5—3 x* + —48x2+64x}4 _
5 , 15"

4 4
V, = zf[2['dx = #-[4dx = 7x-[4x]] = 167
(: ) i 1 4 [ VDifferenz :87[
Vv, = E-J‘\/;dx = E-IXdX = 7Z'-|:—X2:| = 8rx
0 0 2 0 J
Lo 2 : 1 T 1
Vi = 2 [[¥]dx = 7z [x‘dx = 7 —xs} = Zzx
0 0 5 1 S 2
1 1 _1 1 1 g VDifferenz :£ﬂ-
2
V, = z-[[X]dx = 7 [xdx = x —x7} = Iz
0 0 —7 0 7
Schnittstellen: —x*+2=1 — x*=1 — [|x|=
chsensymmetrie 1 1
Vv, e Zﬁj x+2 “dx = I —4x° +4 = 27z~Fx5—ﬂx 4x} = %71'
) 50 3 , 15
Achsensymmetrie 2 1 1
v, = 27:-“1] d¢ = 27-[l0x = 27z:[x], = 2x
0 0
22

- VDifferenz = ?ﬂ' = 44r



Partielle Integration 1

Vo= n-];'[sinx]zdx = z-I(sinzx)dx = Err-[x—sinx-cosx];r

NR: Partielle Integration
f =sinx g=-cosx
f'=cosx g'=sinx

Ansatz: [(sin? x)dx = —sinx-cosx— [[(~cosx)-cos x |dx

N j(sinzx)dx = —sinx-cosx+j(coszx)dx
Losin’ xicosx I(sinzx)dx = —sinx-cosx+J'(1—sin2x)dx
Aufteilung Integral I(sinzx)dx - —sinx-cosx+j1dx—j(sin2X)dX
+J(sin*x)ax 2j(sin2x)dx —  —sinX-COSX+X

—2 Zj(sinzx)dx - %x—%sinx-cosx

5 ) 5 :
vos ”'![(x—llfl dx:”'!(x—llfdx:”'[:«x_—llfl”’Kﬁ)+
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Nullstellen:

x,=0 und x,=6

; 1.,7T 1 1 3
vV = ﬂ-Il:3X——X2j| dx=7r-j{—x4—3x3+9x2}dx=z-[—x5——x4+3x3} =
72 ) 4 20" 4

Nullstellen: x,=—2 und x,=0

N'_'o

x+2:| dx

—

0
[x6+4x5+4x4de = z-[%x%%x‘#ﬂxﬂ _ 18
2

Nullstellen: x, =0 und x,=4

]dx z_[

Nullstellen: x, =0 und x,=4

8
z-I\/x—lzdx
3

ﬂ-Jj[l]z dx

0

7 j [x3 +2x212 dx

-2

5 105

(4- x]dx zj x3]dx=7z-[gx3—%x4}:

[(e -1y (4—x)1dx - 589,937

O'—;A

vV

Differenz —




1 1

j —x? +3 dx =27 I x —6%° +9)dx 27 [1 —2x3+9x} = 14,4x

0 S 0 2
1 VDiﬁerenz =10—-r

h 1. 2, 56 3

I x +1 dx =27 j x +2x2 +1)dx 27 =X+ S +x| = =nx

0 5 3 0 15

Option : Differenz der quadrierten Funktionen

-V

Differenz

V1:27rj x+3dx:27rj 6x+9
1

2;z.j(x2+1 ?
0

B i[x ~6x" +9) (X4+2X2+1)]dx = 167r-j).(1—xz)dx = 167Z"|:X—%X3i|1 = 10%7:

x +2x° +1

o'—.

leferenz

6 Beschreiben
Volumen V. ma
5

V= nIszX_"‘, [ 1
0

Der Korper, der in dieser Form berechnet werden kann, ist ein Hohlzylinder mit Innenradius von 1,5
LE und AuBenradius 2 LE, so dass eine Streifenbreite von 0,5 LE um die x-Achse im Abstand des
Innenradius rotiert.
Im Rechenbeispiel rechts rotiert ein Streifen von 0,5 LE direkt um die x-Achse ohne einen Abstand.
Das Problem liegt im Berechnungszeitpunkt der Differenzfunktion:
Differenzfunktion der quadrierten Randfunktion(en) ist nicht identisch mit dem Quadrat der
Differenzfunktion der Randfunktionen

= Korrekte Vorgehensweise: Randfunktionen quadrieren und dann die Differenzfunktion bilden




52 81 173
- VDifferenz = ?_g To= 7

Vorgehensweise :  Differenzfunktion der quadrierten Funktionen

Schnittstellen : %x=\/§ — %=0 und x,=4
4 4
I(x—lxz) = ﬂ-[lxz—ixg’} = §7r
5 4 2 12 |, 3

Vorgehensweise : Differenzfunktion der quadrierten Funktionen

Schnittstellen: 3x*-x*=x* — x =0 und X,=2

vV = 7r-j(3x2—x3)2—x4dx = 7Z'j‘ —6x° +9x —x%dx = ﬂ'j.(X —6x°>+8x* )d
0 0 0

vV = E-I:EX7—X6+§X5j|2 = gn
7 57 |, 35



Vorgehensweise: Differenzfunktion der quadrierten Funktionen
Schnittstellen: 3x*-x*=2x — x=0 und Xx,=1 und x,=2

V, = ;z-:[4x2—(3x2—x3)2dx = n-i4x2—(x6—6x5+9x4)dx = %ﬂ'
2 2 & Vgesamt = 2r
V, = =z '1[4x2—(3x2—x3)2dx = n..!‘4x2—(x6—6x5+9x4)dx = %ﬂ‘

Zur Anwendung der Rotation um die x-Achse muss die Funktion f(x) um eine LE nach unten
verschoben werden: g(x) = f(x) -1

Schritt 1: Kontrolle der Schnittstellen bzgl. der Rotationsintervalls
f(x) = 2" — 2™ =1 —25 x=-10In2<0 = x¢[0;6]
Schritt 2: Berechnung des Rotationsvolumens

V = z- Z[zem —1]2 dx=r- i[4e°2x — 4" +1] dx =7 [ZOeO'ZX — 40e%™ + x]j — 19,5187

Auftrag 2: Ubungen aus dem Buch S. 196 — A11, A12 (freiwillig als Zusatz)




Zusatz zu A 12: Was vermuten Sie in Analogie zum zugehdorigen Flacheninhalt?

V, = ﬁ-z[f(x)]zdx - ﬁ-ifz(x)dx = 2 [F2(\)] = z[F*(b)-F*(a)]

=<
I

ﬂ.j.[k.f(x)]de = ﬂ.j‘kz,fZ(X)dX _ kz'ﬂ-_[fz(x)dx _ kz'ﬂ'[Fz(X)}b

V, = Kz [F(b)-F*(a)] » VvV, = KV, —m%, F o= k-F

Auftrag 3: Welches Volumen hat das abgebildete Glas?

LOosung:
Bestimmung von Parameter a und Volumenermittlung:

f(x):ax2—>2:a-82—>a:i
32

V, = zi[axz}zdx ~ ﬂiaZX4dX ~ zazjx“dx
3 3 3

L LR s

3

o~

32

2
V, = 1.(85_35),7z.(ij — Gﬂ.ﬂ ~ 19,96
5 32 1024



Auftrag 4:
Leiten Sie das Volumen der Kugel mit dem Radius r her, wenn bekannt ist,
dass die Kugel aus der Rotation eines Halbkreises entsteht und der Radius

2 2 2
mittels Pythagoras dargestellt werden kann: I = X" +Y

Losung:

r’ = x*+y? > y* = r’=xX* > y = r’—x" [oberer Halbkreis]

VKugeI = ﬂerFZ—XZZdX = ZEI(rZ_XZ)dX — 27T|:FZX—%X3:|r

0

1 2 4
Vi = 27|0°==r"| = 27-=r° = —rz
3 3 3
Auftrag 5:
a) Der Football b) Der Schalenring

Gesucht ist das Volumen des abgebil-
deten Footballs, der durch Rotation ei-
ner Parabel um die x-Achse entsteht.
Bestimmen Sie zunichst die Glei-
chung der Randparabel f.

Eine Kugel mit
dem Radius
R=4 wird durch
eme  rngartge
f(x) = ax’+ b Schale eingefasst,
deren Volumen
gesucht 1st.

7 inch

1inch =2,54 cm
|

11+ inch
Losung:
a) Der Football
f(x) = ax’+b
— f(0) = 35inch=b — 8,89[cm]=b
- f(575) = 0 - 575a+35=0 — a=5_i’552=—o,1058 — a=-0,2689
f(x) = —0,27x*+8,9
14,6 2 14,6
Vo= 27zj [—0,27x2+8,9] dx = 27 j [0,0729x4—4,8x2+79,21]dx
0 0
14,6
vV = 27{0’05729x5—l,6x3+79,21x} - 27r-5.849,17[cm3]
0



b) Der Schalenring
f(x)=5 und g(x)=4

1 1
Vi = 2z[5°dx = 2z[25dx = 27[25x], = 507

f 2 - VSchaIenring = Vf _Vg = 187z
V, = 2z[#dx = 2z[16dx = 27-[16x], = 327

0 0

Warum NICHT Differenzfunktion der Randfunktionen???

g

1 1
Vi, = 2z[Pdx = 2zf[ld = 27[ix], = 2«
0 0
Wenn Differenzfunktion, dann erst nach dem Quadrieren der beiden Rand-Rotationsfunktionen:

1 1 1 1
Vg = 2n[j52dx—j42dx} = 2{]52—420@ = 2z[(25-16)dx = 27-[9x], = 18z
0 0 0 0

f

Aufgabe 6:

Ubungen, bei denen die Lésungen zur Kontrolle gleich mitgeliefert werden @

i)
Berechne das Volumen eines Hohlzylinders, dessen HOhe 7 cm, dessen dusserer Radius 5
cm und dessen innerer Durchmesser 4 cm betragt.

Losung: V =147x

f(x)=5 und g(x)=2—> Innendurchmesser bedeutet Innenradius r, .. =2

7 7 ;
Vi = z[Bdx = x[25dx = z.[25x]] = 2577

3 3 = Viengtinger =V —Vy=21-7T-7= 1477
V, = #[2dx = xfadx = x[4x]] = 47z

0 0

ii)
Wie gross muss a = 0 sein, damit der Inhalt der Flache zwischen der x - Achse und der Kurve
mit der Gleichung y = - ax® + (& + 1), x = 0, minimal wird?

Lésung: a=1

f,(x) = —a’+(a+1)x — Nullstellen: [-ax’+(a+1)]x = 0 — x=0 und |x,|= aTJrl

o el ol
F(a) = f[—ax3+(a+1)x]dx = [—lax4+l(a+1)x2} - xz(—iax2+1(a+1)j :

0 4 2 0 4 2 .
F(a) = a__HL(_la.a_H_{_l(a_;_l)J = a__HL(la_{_lj auszult. 1(a+1)+a_+1

a 4 a 2 a\4 14 4 4a

— LA

F'(a) = 3+w -1 42 = 0 —1 5 16a° = 16 —°» a=1

4 16a 4 16a 4-16a
F'(a) = % > 0 — Minbeia=1



ii)
1_5!' =

(x®+1) / tx (1=x=2) rotiere um die x - Achse. Bestimme den Wert des Parameters t so, dass

das Volumen des Rotationskdrpers extremal wird. Ermittle auch die Art des Extremums.

Losung: t= %[Minimum]
27 .2 2 2 2
V, = nj X+ j +2tx + dx = nj[izx2+g+i2}dx
| tx 1 Lt t X
1 , 2 17 8 4 1 1 2 7 21
Vt - /A —2X +—X—— - /A —2 — | —2 ——1 - /AN —2 —+—
3t t x|, 3t ot 2) (32 t A2t 2
V-_,,(_E_EJ_ L, 12 R
‘ At 2 3t t2 6 3
] 14 4 1 14 (7 3
Vt = ﬂ(t—4 t—sj = t—sﬂ(T+4j —> Vt (—g) = —772'(—2) > 0 —> M'n
iv)

Der Graph der Funktion f(x) = I{.El2 +3)% — ax’ (& = 0) schliesst mit der positiven x-Achse gin

endliches Flachenstock ein.

a) Farwelchen Wert von a ist dieses Flachenstick extremal? Um welche Art von Extramum

handelt es sich?

b) Rotiert man fir diesen Wert von a das Flachenstdck um die x-Achse, so entsteht ein
Rotationskorper. Berechne dessen Volumean.

Lésung: a=1[Minimum] und V =9,75z

f,(x) = —ax’+(a®+3)x — Nullstellen: [—ax2+(a2+3)]x =0 - %=0 und [x|= a’+3

a 1 2 a
a?+3 73 )

F(a) = .([ [—ax3+(a2+3)x]dx = {——ax +%x2(a +3)1)JT = [xz[—%aszr%(aerS)Ho :
al 2 ausmult. 2

F(a) = +3(—1 S +3+1( +3)) - +3(—1a2—§+1a2 Ej e +3(1a2+§)
a 4 a 2 a 4 4 2 2 a \4 4

ausmult. 1 3 a’+3
F T (ate3a)+s.
(a) (a*+3a) -
2 2 2
Fa) = S(a+n)s2. 222228 E{a2+l+a _3} =0 > a'+2a®>-3 = 0 —=05 a=1
4 a 4

" 3 3 .

F'(a) = —[2a+¥} - F'(1) = Z[2+6] > 0 — Minbeia=1

fi(x) = -X’+4x > Nullstellen: [-ax’+(a®+3)|x = 0 —> x=0 und |x|=+4=2

Vo= ﬂj[ X +4x] = ﬁj[ 8x4+16x2]2dx ﬂ-‘:lx7——X5+EX3j|2

B 0 - 7 3 0

vV = ﬁ[@—@ 128} = 9277 ~ 9,757

7 5 3 105



