Abschlusspriifung Mathematik BOS 1 2009

1. Aufgabengruppe LOSUNG

Bei einer Seilbahn liegt der Startpunkt in einem Koordinatensystem bei S(0/1). Der Endpunkt
E ist bei einem nicht durchhéingenden Stahiseil bei E(4/7). Bei der Gondelfahrt biegt sich das
Seil und kann in dem Bereich mit der Funktionsgleichung f(x} = x?+ 1 beschrieben werden.
1.1.1 Zeigen Sie, dass die y-Komponente von E den Wert 17 hat.
1.1.2 Fertigen Sie eine Skizze und berechnen Sie den x- Wert, an dem die Durchbiegung
in y~ Richtung am gréften ist! 1LE entspricht 0,5¢m
1.1.3 Welchen Wert hat diese Lénge?
1.1.4 Zwischen welchen Punkten P und G 1ist der Abstand zwischen der Geraden und
der Parabel am gréfiten? Berechnen Sie diesen!

— > A Lasung: S(0/1) E(@4/17) f(4)=17

Y L(x)=4x+1-(x*+1) = L(x)=4x—x?

i - Ableitung =0 L'(x)=4-2x = x = 2und L =4LE
u Der Abstand wird dort berechnet, wo Steigung der
% P : Geraden und der Parabel gleich sind.

y=f(x) >4=2x=>x=2 f(2)=5=P2/5D:
der Abstand senkrecht ist muss die Gerade yy

F senkrecht zu y=4x+1 durch P bestimmt werden. Det
| Schnittpunkt mit der Geraden y ergibt den Punkt G.

Vg -—ix +b durch P2/5) = y, = _:lix +55

: 18 89 _
Schnittpunkt G: y = yx G((-/-=) Abstand mit
Pythagoras: d = 0,97LE

18 Punkte
Breite 0 <b <4
404
{/ Zielfunkti on A=2x-y

g / Nebenbedin gung y =4 — x?
a8

l ] A=2x(4~x)=8x—2x>
=20 —
Yy \ A=8-6x*= x, =\/i

[ DA PO P NN AN AR N A 3

Breite =2309m Héhe = 2,66m

A {x) < 0 = Maximum
7 Punkte
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Abschlusspriifung ~ Mathematik BOS1 2009
Aufeabe 2.1 : insgesamt 18 Punkte

ffx} A
4 -

Geldndeoberkante

Der Bahnverlauf einer geplanten Wasserrutsche kann mit einer ganz-rationalen Funktion
5. Grades beschrieben werden, deren Graph punktsymmetrisch ist.

Vorgegeben ist die Lage des Endpunktes C(4/-4), wo die Wasserrutsche wie in Punkt B(0/0)
horizontal verliuft.

2.1.1: Berechnen Sie die Funktionsgleichung f, der Wasserrutsche.
Ansatz: fry = a5 X tayx tax
1. Bedingung: o) = Oergibta; = 0 - a ;¢ T 9

2. Bedingung: fry =% ergibt 256 as + 16 a3 = - | -
3. Bedingung: "y = Oergibt 80as + 3a; =0 2 Gleichungssystem losen 50

(6 Punkre) Qe

2.1.2: Zur weiteren Berechnung wiihlen Sie die Funktionsgleichung f(x) = ——1—-x5 - lx’

170 6
Hinweis: Mit diesen gegebenen Koeffizienten ergibt sich gegeniiber der Zeichnung ein leicht
verénderter Bahnverlauf!

a) Am Anfangspunkt A soll die Rutsche eine Neigung von 0= 45° haben. Geben Ste das Intervall
an, in dem die Funktion zur Beschreibung der Wasserrutsche giiltig ist. Berechnen Sie die
GesamthShe h; der Wasserrutsche, (Hinweis: nach A wird die Bahn zuniichst noch steiler.)
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Gefille 8 = 45° 1y = -1, mil oy =1/34x"—1/2x ergibtsich1/34x"—1/2x+1=0

Setze x? = u: uy = 14,685 2 x; =- 383 (x>= 3,83 und aus u» = 2,313 auch x; und x; liefern nicht
gesuchite Stelle)

Intervail [-3,83; 4]

f(._gjg_gj =452 D2 Hohe h; =dm + 452m = 8,52”1

(4 Punkte)

b) Berechnen Sie die Stelien x, an denen die Bahn das groBte Gefille besitzt (mit Uberpriifung).
Wie steil ist die Bahn an diesen Stellen x (Angabe des Winkels & in Grad)?

Wendestellen berechnen: >y =2/17x° — x und f*° by ST 1T - 1
2/17x - x =02 (x; = 0ist Satfelpunkt); x;= 2,92 undx; =- 2,92
Uberpriifung: 293 = 2,01 ungleich 0 (wg. Symmetrie auch x; = - 2,92 ein Wendepunk)

Fooy=-212 20 =64,80°

(4 Punkte)

¢) Der untere Teil der Wasserrutsche muss mit einer geneigten Stahlstrebe abgestiitzt werden, die n
einer linearen Funktion beschrieben werden kann. Die Stahlstrebe wird im Punkt P, (2,92 / f;y)) an
der Wasserrutsche senkrecht zur Neigung der Bahn in P, befestigt.

Bestimmen Sie die Funktionsgleichung gy, der Stahlstrebe.

_f‘,(g_gg) e 2,1’2

me==-1/-2,12 2 mit m; = 0,47 ergibt sich goy = 0,47x + b

b bestimmen durch Einsetzen von P;: fi5 95 = - 2,90

b=gu-047x =(-290)— 047 (2.92) =-4,27 D gpy =047x — 4,27

(3 Punkte)

d) Geben Sie an, in welcher Hohe h; sich der Befestigungspunkt P; befindet.

Aus b =—4,27 folgt: h2 = (4m + Imj - 4,27m = 0,73m

{1 Punkt}

Aufgabe 2.2 : insgesamt 7 Punkie

Ein Maschinenbauunternechmen produziert Schweiliroboter, deren Erlés 70 Geldeinheiten
(GE) je Stiick betriigt.

Die variablen Kosten berechnen sich zu Vi, = ;b.xl — x2 + 50x (GE), die fixen Kosten betragen

250 (GE).

2.2.1 Erstellen Sie die Kostenfunktion Ky, und Erlésfunktion Ejy,.
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Koy=1720x°-x"+50x +250; E,=70x

(1 Punkt)

2.2.2 Erstellen Sie die Gewinnfunktion Gy,

ch! = E(x) = K(x) =-120x°+x*+ 20 x - 250

(1 Punkt)

2.1.3 Berechnen Sie nun die Gewinnzone, Berechnen Sie auch, bei welcher Stiickzahl verkaufter
SchweiBroboter der Gewinn maximal wird und wie hoch dieser dann ist (Antwortsatz).

Aus - 1220x%+ x*+ 20 x — 250 = 0 folgt: (x1 = - 17,91) x2 = 10 Stiick; x3 = 27,9 Stiick

Aus Gpy' =-3/20x7 + 2x + 20 folgt - 320 x? + 2x + 20 = 0 2 x; = 20 Stiick (undx; = - 20/3 )

Q(go)’ = I30 GE

Die Gewinnzone liegt zwischen 10 Stick und 28 Stiick. Ein maximaler Gewinn von 150 GE wird
bei 20 Stiick erzielt

(5 Punkte)
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4. Aufgabengruppe:

Thema: Gebrochen-rationale Funktionen (25 Punkte)

Endlich scheint wieder die Sonne und Kurt und Sabine kannen gemiitlich zum Strandbad
gehen. Dort angekommen richten Sie sich hduslich am warmen Sandstrand ein und nach
einem ersten kiihlen Badegang hat Kurt Durst. Er 6ffnet eine Halbliter-Getradn-kedose,
trinkt einen groBen Schluck und stellt sie in den ebenen Sand. Doch das hat er etwas
unachtsam gemacht, so dass die Dose umfdllt und das kiihle Nass gluckert in den Sand.
.Mist" flucht er und wahrend er den Rest rettet: ,Dass diese Dosen nie im Sand stehen
bleiben!",Das liegt daran, dass ihr Schwerpunkt ziemlich hoch liegt * meint Sabine. ., So,
und wo liegt der Schwerpunkt, wenn sie nur zum Teil gefiillt ist - so wie eben gerade?"
will Kurt wissen.

Die Losung ist abhdngig von der Masse des Dosenmaterials und der Masse der
Flissigkeit. In unserem Fall kann der Schwerpunkt in Abhdngigkeit der Fiillhghe x
vereinfacht durch die Funktionsgleichung

20— X X
+

beschrieben werden.

Wobei die Variable x die Fiillhohe der Flissigkeit in der Dose in cm darstellt.

41 Zeigen Sie nun schliissig, dass daraus folgende Funktion entsteht: 3
S(x) = X2+ 20
40(x +1)
s(x) = 20-x , x _ 20-x+x(x+1J _ 20-x+x"+x _  x°+20

20(x+1) 40 4qx+) afx+r L 4+ )

42 Bestimmen Sie den Definitionsbereich von s(x)

(i)  aus mathematischer Sicht.
(ii)  aus praktischer Betrachtung, wenn die Dose eine innere Hohe
von 20 cm besitzt.

eswg: () D = OV{-3 (i) D = [0:29



4.3 Priifen Sie die Funktion s(x) auf Symmetrieeigenschaften. 2

Lésung: Ergebnis: Keine Symmetrie
2
—-X)" +20 _ x*+20 x* + 20
S(— X):( ) = =- #—s(x)und £ s(x)

40(- x+1) - 40 x- 3 4Qx~- )

44 Beweisen Sie, dass die Funktion s(x) keine Nullstellen besitzt. 2
Ldsung:
x* +20 ) _ _
s(x) A 0o oM. x*+20 = 0 O X = -2C
40(x +1)

=>  keine reelle Lésung mdglich!

45 Wo liegt der Schwerpunkt der Dose wenn sie 4
(i)  ganzleer ist? (i)  ganz voll ist?

Losung:
(i) s(o) _0+20 _ 20 _ 1

40(0+ 1) 40 2
(i) s(20) 200+20 _ 420 _ 1

40( 20+ 1J) 840 :

4.6  Welche Fiillhohen liegen vor, wenn der Schwerpunkt bei 4

s(x) = 0,3 liegen soll?

Erkldren Sie mit Worten, was die 0,3 bedeuten.

Losung:
2
s = =F20 - g3 o™ x+20 = 14x+ )
40(x + 1)
= X-12x+8 = 0 = Xy = 121“1244_32 = 627
2

= x = 0,70cm] und x, = 11,29cm|

Anmerkung: s(x) stellt die Lage des Schwerpunkts in Abhdngigkeit der Fiillhéhe x dar.
Der Schwerpunkt liegt nun etwas tiefer und die Dose steht stabiler als bei 4.5



47 (i) Ermitteln Sie das Minimum der Funktion.

Eine Uberprifung ist nicht notwendig.

(i)  Berechnen Sie auch den Punkt und interpretieren Sie Ihr
Ergebnis hinsichtlich folgender Fragestellung:

=> Welchen Punkt haben Sie berechnet?

=> Welche Fliissigkeitsmenge muss man trinken, damit
die Dose am stabilsten steht?

Ldsung:
. x*+20
S0 = ofx+ 1
(%) zme(XJ“])_(XZJ’ 29540 40 2x% + 2x—x* - 20 x>+ X- 20
s'(x = = =
[4O(x+1)]2 4O[ﬂx+:l)2 400 x+ :)2
2 J—
X*2x=20 - 5 o xe+2x-20 = 0
400{x+1)
= % = -558 und x, = 35f§cm|

Nur Losung % ist relevant, da keine negativen Fililim existierein
s(3,59 = 0,179 = 17,9 %

| Prufung des Steigungsverhaltens in der Umgebungyon ]
2 _ _

s'(3) = 3 +2(8 30 Sl - -0,0078 < 0 = monoton fallend
40[@3+]) 640
2 —

s'(4) = 4 +2l4 220 SN - 0,004 > 0 = monoton steigend
4004+ ) 1.000

= X, =3,58 ist ein Minimm |

Auswertung: Der Schwerpunkt der Dosgtiam niedrigsten, wenn die Fullhdhe
bei 3,58 cm liegt.

Kurt muss also ca. 82,1 % der Flussigkeit trinke@nn der minimale
Schwerpunkt emicht werden und die Dose damit am stabilsten stebk.



