Musterldsung 13. Jgst. 2. Kursarbeit Datum: 15.12.2006
Klasse: GY 04 ¢ Fach: Mathematik (Leistungsfach)

Themen:  Binomialverteilung: Hypergeometr. Verteilung: Normalverteilung;
Totale Wahrscheinlichkeit; Satz von Bayes

1.) Hypergeometrische Verteilung und Bernoullikette

Losbriefe enthalten 10 Lose, darunter genau drei Gewinnscheine. Wer
einen Losbrief kauft, entnimmt dem Brief vier Lose. Ein Gewinn wird
ausbezahlt, wenn sich unter den vier enthommenen Losen mind. ein
Gewinnschein befindet.

a)  X=k gebe die Anzahl der gezogenen Gewinnscheine an. Bestimmen Sie die
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariablen X=k;
erstellen Sie hierzu eine Tabelle mit den Werten der Wahrscheinlich-
keiten und mit den summarischen Wahrscheinlichkeiten als Verteilung.
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Bitte gehen Sie unabhdngig von Ihrem Ergebnis in a) von folgenden Wahr-
scheinlichkeiten aus:

P(X=0) P(X=1) P(X=2) P(X=3)
0,15 0,45 0,35 0,05

b)  Bestimmen Sie den Erwartungswert, die Varianz und die Standard-
abweichung.

Losung: M = 000,15+ 110,43 210,3% [3 0,05= 1

o = (13-0°0,15( 13 Y0O0,45( 1;3)20 0,3% :3)°8 0
o’ = 1,690D,15 0,0910,45 0,49 0,35 2/89 0,05 0,61
g

= 0,61 = 0,78




c) Wie hoch miisste der Preis fiir einen Losbrief sein, damit es sich um
eine faire Verlosung handelt, wenn man davon ausgeht, dass pro
gezogenem Gewinnschein 5,00 € ausgezahlt werden?

Lésung:
X =k 0] 1 2 3
p( X = k) 0,15 0,45 0,35 0,05
AZ o 5 10 15

= (0-X)EO,15+(5-X)DO,45'( 16 X)D 0,35( J:SX)D 0,
0 = -0,1%+ 2,25 0,4%+ 35 0,3 0,7 0,05
0O = 6,5-x = x = 6,5

d) Wie viele Briefe miissen mindestens gekauft werden, damit mit einer
Wahrscheinlichkeit von mehr als 80 % mind. einmal alle drei Gewinn-
scheine gezogen werden?

Lésung:

B(X=1 0,8

= BnOOSX:O) > 0,8

S

1-
= [OOO§ED95 < 0,2
n

= nn(0,95 < 1In(0,9
= M:31,377:> n = 32
In(0,95)

2.) 6rundlagen der Normalverteilung

Die stetige Zufallsvariable X sei normalverteilt nach N (,U ; U) .
a) Xist N (0 : O,]) -verteilt. Berechnen Sie P( X< U) :
Losung:

P(X<o) = P(X<0,) = ®() = 0,8413

NR: X = —— =1



by Xist N (20 ; 2) -verteilt. Berechnen Sie P(17 < X< 22).

oo

Losung:
P(17s X<22 = ®()-o(-15 = 0,84134 0,0668k 0,77

22- 20 17- 20 _

NR: X = > = 1 und x = 5

-1,5

c) Xist N (15 ; 3) -verteilt. Berechnen Sie P(| X = ,U| 20 +1) .

Losung:
P(IX-yzo+1) = P(X-1§24 = +H|X-15< 3 = * { 1% X< 1f
1-P(11< X<19 = +[ Z®(13p- 1 = 2 081648  0,18352

NR: x = —— = 3 - 1,33 ( symmetrisches Intervall

d) Xist N (300 ; 1@ -verteilt.

Berechnen Sie den Wert fiir c und die Werte fir k; und kz,

damit gitt: P(|X = 4|<¢)20,9

Lésung:
P(\X—,u\sc)zO,Q = P(\ X—SOQSC) > 0,9 ( symmetrisches Intervg
OPMEfts. 0,9 = 2(x)-1 = ®(x) = 0,95 = x = 165

i
300+c- 300
- =

= 1,65 =
10

c = 101mL,65= ¢ = 16,5
e) Xist N (,U ; 0, 3) -verteilt.
Berechnen Sie U damit gilt: P( X< 4) =0,7.

Losung:
P(X<4)=0,7 = @(x = 0,7 = x = 0,53

— x = 40_—5 = 0553 OFF. 4y = 0159 = u = 3,84



£y xist N(40;0) verteilt.
Berechnen Sie 0 damit gilt: P(|X-40<3)=0,9
P(|X-40<3)=0,9 OYMEMtL. 2P (x)-1= 0,
= X = 1,65

4349 - 65 0D o = —
p o

1,65
= o = 1818

—

g0 Xist N (,u ; 0) -verteilt.
Berechnen Sie U und O damit gilt:

1)y P(X<507,])=70%und1r) P(X<480,7)= 10 %

Losung:

Ansatz I

P(X<507,)=70% = ®(x) = 07= x = 0,53

~ x = 20FH - 53 oo 4 = 507t 0,58
pn ,

Ansatz [

P(X<480,7=10% = ®(x) = 07= x = - 1,29

 ox = BOTH - 59 OO u = 480,% 1,28
pn ,

Gleichsetzen

507,1- 0,5% = 480,% 1,29 = o0 = 14,505

= M = 480,7+ 1,29114,505=  499,41145



3.) Ein Schiitzenfest ... (fiir die Normalverteilung)

Rudi Knopf ist ein bekannter Luftgewehrschiitze - zumindest in seinem Ort.
Er trifft ein Ziel mit einer Wahrscheinlichkeit von 70 %.

a) Wie viele Schiisse muss man Rudi gewdhren, wenn man wiinscht, dass
er mit mind. 90 %-iger Sicherheit mehr als 50 Treffer landet?

Losung:
P(X>50)20,9 = I P(X<50= 09= P X< 5p< 0,
®(x)=0,1
_ 50+05-x _ 50 05 07 °ULNt g

o J/0,70D,3h
— -0,7n+0,59/n+ 50,5< 0
bstituttor
O ®PErr- -0,7°+0,59+ 50,5< 0

= t,=8,93 O t,=- 8,09 diese Losung ist nicht releviant
Ot Vn=8,93 = n=79,75 = n= 80

b)  Im Schiitzenklub hat er heute 300 Schiisse abgegeben. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit hat er mehr als 80 Mal daneben geschossen?

n=300 und x=30000,7% 210
P(X<219) = @(1,20 = 0,8849
219+ 0,5~ 210 _

\/210000,3

c) Rudi macht ein Einzeltraining. Mit welcher Wahrscheinlichkeit trifft
er bei 100 Schuss genau 70 Mal?

= 1,20

Losung:

n=100 und x=10010,7%= 70

P(X=70) = P(69,5< X< 70,5 = 20( 0, 1= 0,08
= 10+05-70 _ ..,

J21



d)  Am kommenden Sonntag hat einen Schiitzenwettbewerb und soll den
Verein wiirdig vertreten. Jeder Konkurrent darf 200 Schuss abgeben.
Welches Trefferergebnis ist mit einer Wahrscheinlichkeit von mind.
95 % zu erwarten?

oo

Lésung:
n=200 und wx=20010,7= 140

k+0,5-14
722

1,65 = k = 150,19 = k = 15

P(Xzk) = cb( Oj > 0,95 = x = 1,65

k+0,5-140

>
J42

4.) Totale Wahrscheinlichkeit und der Satz von Bayes

a) In einer Klasse sind 5 % der Schiiler und 4 % der Schiilerinnen
dlter als 17 Jahre. 40 % der Schiiler sind weiblich.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist eine zufdllig ausgewadhlte Per-
son weiblich, wenn sie dlter als 17 Jahre ist?

Losung:
von _ P(18+"nw
S (P("18+") )
P (W) = 0,40D,04 0,016 _ 42

0,6[D,05+ 0,410,04 0,046

b)  Ein Umfrage zur Beliebtheit der Wissensshow ,.Stochastik fiir
Einsteiger" hatte folgendes Ergebnis: Von den Zuschauern, die
diese Serie gesehen hatten, waren 30 % dlter als 40 Jahre;
55 % von diesen und 60 % von den iibrigen Zuschauern hatten
eine positive Meinung iiber die Serie.

Q) Berechnen Sie den Anteil der Zuschauer, die eine positive
Meinung von der Sendereihe haben.

oo

Lésung:
P(" pos Meinung) = 0,3[D,55+ 0,710,6 = 0,58



(ii)  Ein Zuschauer, der sich positiv iiber die Sendung geduBert hat, wird zu-
fadllig ausgewdhlt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist er 40 Jahre oder
Jinger?

oo

Losung:
("40-") = 0.7D.6 _ 718
0,585

P

"pos Meinung

5.) Qualitdtskontrollen und Dispositionsprobleme

Die Produktion fiir Navigationsgerate wird auf drei Produktionsstellen
A,Bund C zu 25 %, 35 % und 40 % verteilt. Die einzelnen Stellen arbei-
ten mit einem Ausschussanteil von 4 %, 5 % und 2 %.

Ein Gerat wird zufallig ausgewdhlt und es wird ein Defekt festgestellt.

a) Von welcher Maschine stammt es mit groter Wahrscheinlichkeit?
Lésung:
P(" Fehlel") = 0,25[0,04+ 0,3%10,0% 0,4 0,02= 0,0355

0, 2500, 04

P(" Mlu) = W = O, 2817
wna 0,350, 05

P( M2 ) = W = 0,493
waa 0,4[0,02

P( M3 ) = m = O, 2252

Das fehlerhafte Gerat stammt mit grofAéashrscheinlichkeit von Maschiné.,.

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind unter 10.000 Gerdten zwischen
320 und 400 Gerdte defekt?

oo

Lésung:
p=0,0355 n= 10.000 und g = 10.000 0,0355 355

o 400+ 0,5~ 35 _o 326 0,5 35
18,50 18,50

P(320< X<400 = ®(2,46-d(- 1,9
P(320< X < 400 0,99305 0,02743=  0,96562

P(320< X < 400



c) Wie hoch darf der Ausschussanteil der Produktionsstelle B nur noch
sein, damit die Wahrscheinlichkeit fir hochstens 40 defekte Gerdte
bei mindestens 97,5 % liegt, wenn 1.000 Gerdte produziert werden?

Lésung:
p=? und g= p.000 und o=, pf%+ PHOL1.000

P(X<40) = ¢[40+0’5_1'00Q’J > 0,975

JpC{1- p)1.000
40,5~ 1.00
- Jplt- p)EL.CZ'))OO = B9
40,5-1.00p = 1,96 p[{ 2 p)O 1.000
(40,5-1.00p)" > 3,841 1.009- 1.0¢0)
1.640,25- 81.00p+ T’ >  3.841y5-3.841, &2
1.003.841,®° - 84.8416+ 1.640,2% O
p>-0,084517%+ 0,001634> O
_ 0,0845¢ 0,02464

p% >
pp = 00546 O p, = 0,02993

Y A VA VR

wahle p = 0,02993:

P("Fehler') = 0,25[0,04+ 0,35+ 0,410,02= 0,029
P("Fehler') = 0,01+ 0,35Ix+ 0,008 = 0,P993
P("Fehler') = 0,350x = 0,01193

= x = 0,03408

— Ausschussquote fiir Maschine,M : 3,408 %



6.) Problem von Student Karl Knackwurst

Karl hat im Discounter nebenan eine Packung mit 10 Eiern gekauft, von denen al-
lerdings zwei Eier faul sind, was man diesen leider nicht ansehen kann. Nun will
er sich ein Omlett aus vier Eiern zubereiten. Sollte unter den vier Eiern auch nur
eines der faulen Eier sein, wird das Omlett ungeniefbar.

a)  Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist sein Essen geniefibar?

old)_o s

10 210 3
4

Losung:

Nun hat Karl noch einen Gast eingeladen, dem er ebenfalls ein Omlett
vorsetzen und damit seine Kochkunst demonstrieren mochte.

b)  Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind die beiden Omlette geniefibar?

Lésung:

1.Mdglichkeit: 2. Mdglichkeit:

olalfold 2 (ld s

HCI




7.) Beweis:

Zeigen Sie, dass fiir jede Binomialverteilung X=k gilt:

B.p(X=k+1) = B, (x=Rd_XgP

k+1 1-p
Losung:
Behauptung
_ _ 3 -k D
B,,(X=k+1) = B (X=K G
Beweis
Bn;p(X=k+1) = [krll] Ij<+1(1_ p)n—k—l
! n—k -1
B, (X =k+1) = (k+1)!EEn_k_1)!Dd‘Dp[Q1—@ f1- 9
! _k n—k
B, (X =k+l) = k!l:(:_k)!dl](+1ﬂ[j([61—r)) 1_pp)
= — n _ n—-k —k p
o (X H) 2 [k]w[ﬂl ) d;+1D(1—|0)
Bn;p(X:k+1) = Bh;p(X: l9Er|_k[! P




